
ОВЪ ОПРЕДѢІЕНШ ВЪ КОЕЕЧНОМЪ ВИДѢ АБЕЛЕ-
В Ы Х Ъ ИЙТЕГРАЮВЪ. 

Д. М о р д у х а й - В о л т о в с к о г о . 

§ 1. На основаніи изслѣдованія Абеля *), Лъювидя2), Гур-
с а 3 ) и И. .1. Пташицкаго 4 ) задача о выраженіи въ конеч-

номъ видѣ Абелева интеграла J* F(x, y)dx приводится къ 
слѣдующей задачѣ: 

Узпать. можпо ли гттеграль: 

<7=}пкП . , ( 1 ) 
—' (5, *?) 

гдѣ if 7" ^ нормалъпые интегралы третьяго рода съ двумя 

логариѳмичестми точкамгі ( Ь , (5, цѣлыя чгісла, р 
родь кривой порядка п: 

Ѣ, ? / ) = 0 , ( 2 ) 

х ) J M . Precis d'une tlieorie des fonctions elliptiques, Journa l de 
Crelle. B . IV . 1 8 2 9 или Oeuvres t. I , p. 5 4 5 . 

2) Liouville. Memoire sur l 'mtegration d'une classe de fonctions tr&ns-
cendantes. Journa l de Crelle. B . X I I I . 1 8 3 5 и другіе e r a мемуары. 

3) Appell et Goursat. Theorie des fonctions algebriques p. 1 6 1 . 
4) Пташицкій. Общія предложенія объ интегрированіи въ конечномъ 

видѣ Абелевыхъ интеграловъ „Математ. Сборникъ" т. 3 1 стр. 3 8 7 — 4 3 0 . 

4 * 



опредѣляющей итпеіралъ J " , предапавитъ въ видѣ выражепіяч 

jn logGfo у)- j FW(x, y)dx, ( 3 ) 

гдѣ Q{x, y) раціошлъшя фуикція (x, t/), m гщлое числог 

J FM(x, y)dx иитегралъ перваго рода. 

Дальнѣйшая метода изслѣдованія можетъ быть алгебраи-
чрюзшй и ;Этой :методой іиользуется И. Л. Пташшщій, обобщад 
идеи Абеля и П. Л. Чэбыщева. Но возможенъ еще другой 
методъ изслѣдованія, основавяый на свойствахъ трансцендент-
ныхъ тета-Функцій, представляющій обобщеніе методы, при-
мѣняемой ГальФеномъ ! ) , И. Й Долбней2) И A. А. Марко-
в ы м ъ 3 ) , основавной на идеяхъ Вейерштрасса 4 ) и Золотарева 5). 
ПоОлѣдняя доетрда своимъ развитіемъ в ъ особенности обязаиа 
И. И. Долбнѣ, который прилагаетъ ее къ ц ѣ л о м у р я д у инте-
ресныхъ изслѣдованій. 

Обобщеніе этой методы должно основываться на выраженіи 
Клебшевской Функціи: 

^'•*ТІ',;!,'ІІ)=г Г (4) 
(с, , ) у№>) ,Ш J (I , К 

J = l (xW, yW) 

черезъ Ф у в к ц і и тета о т ъ м н о г и х ъ аргументовъ. а имекно, іѵъ 

3) Halphen. Theorie des fonctions elliptiques. t . I I I . 
2) И. П. Долбня. 0 псевдо эллиптическихъ интегралахъ Абеля. Co-

общевія Общества Естествознанія въ Казани за 1 8 9 0 годъ и другія ето-
работы. 

3) A. А. Марковъ. 0 псевдо-эллиптическихъ интегралахъ вида 
f* xdx 
j • С.-Петербургъ, 1 8 9 4 тодъ. 
J (ofi+cjjх6л-д 

4) Weierstrass. Ueber die Integrat ion algebraieher Differentiate v e r m i t -
telst Logar i thmen. Monatsb. der Kon. Acad , за 1 8 5 7 или W e r k e Bw 
I . 5 2 7 . 

5) "E. Золотаревъ. Теорія цѣлыхъ козѵшлексныхъ чиселъ стр. 1 2 4 шш 
Snr la methode de M. Tehebychef. J o u r n , de Liouville s. 2 , t . 1 9 . 
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, А Ъ)(хѵ\ yU) \ _ Ѳ[и—МІК]Ѳ[иІ(*)--МІ] 
(?, \а№, з/0-o))- 1 0 8 ЩЩ-МІ ] Ѳ [ и / ° ) - Ж " л ] 

гдѣ Функція Ѳ огіредѣляется Формулой: 

Ѳ[ги]=Ѳ(и'і, гі2-'-ир

щ)= 

(5) 

Т 
ш\=+ оо т.г= + со тР=+со £ т.и. + - £ " W i s 

V V V ' г = 1 ' /. * ' , | Л 

//г {——со ж 2 = — o o тр=—со 

тъ которой 

. / = = 1 (oW, pW) 

У f «!-/, , ' " ' (8) 

Ji нормальные интегралы перваго рода, т. е. съ системой 
періодовъ. опредѣляемой таблицей: 

| — 1 0 0 0 т 1 л Т і . 9 . • . . . т** 

j 0 ІТ^'—І 0 0 ' . Т 2.2 . . . . . Т«. Р 

! о 0 2 ^ - ^ 1 . - 0 тзл т з . 2 . . . . т з ^ ( 9 ) 

0 .2-11^—1 Ир.і т̂ .2 I 

s) Clebsch and Gordan. Theorie der Abelschen Functionen. S, 1 9 8 . 
Бъ формулѣ ( 1 ) § 5 7 ояевидная оітеіатка; CM. § 4 5 . 

евѳвмъ классическомъ сочиненіи Клебшъ и Горданъ1) даютъ 
едѣдующую Ф о р м у л у : 
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Ma= j dJi (10) 

(5, ч) 

(м. ») 

(11) 

Точка ((л, v)—произвол^ная точка кривой, a точки (atf), j3C0) 
опредѣляются слѣдуюгдимъ образомъ: 

Черезъ точку (|л, ѵ) проводимъ касательвую къ кривой (2). 
Черезъ точки пересѣченія касательвой кривой (2) проводимъ 
союзную кривую п—2 порядка при условіи, чтобы ояа, кромѣ 
того, касалась кривой въ р точкахъ. Эти р точекъ и будутъ 

Формула (5) соглаено замѣчанію Клебша и Гордава при 

даетъ выраженіе ^нормальнаго интеграла третьяго рода черезъ 
тета-Функціи 

(aW, J3W). 

3=% 3 . . . . 

%[иі—мікЩѵ^—Мі ] (12 ) 

гдѣ 

( 1 3 ) 



а отсюда для J получаемъ выраженіе: 

к=р 
Ѵ / ? / . 

J = I o g А = = 1 — — . (14) 

о e ' > ^ ) - i ¥ f t ] ( - ) f c l [ t t . - « ] 

І І а основаніи этой Формулы, поставленпую в ъ началѣ этого 

п а р а г р а о а задачу можно замѣнить слѣдующей: 

У з н а т ь , существуютъ ли такія числа AW. и раціональная 

функція Q(x^\ у(1)), при которыхъ имѣетъ мѣсто тождество: 

X = l o g * = * .. 

/ .•=і 

( 1 5 ) 

; § 2 . Е с л й мы теперь заставимъ точку (жО, yW) описывать 
иа Римановской поверхности (х, у) замкнутый путь, отвѣча-
ющій р первымъ столбцамъ таблицы періодовъ ( 9 ) , то полу-
чимъ изъ уравненія ( 1 5 ) , на основаніи Формулы: 

.&[ur+-2iif^i}=&[ui\ ( 1 6 ) 

^ 2 ^ = 1 = — \ / - Г , т 
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откуда 

числа раціональныя. 
т (17) 

Если же точка (х(г\ yW) описываетъ замкнутый путь, отвѣ-
чающій послѣднимъ р столбцамъ таблицьі (9), то на осно-
ваніи Формулы: 

& [ и і і т 0 - ] = - Ѳ [ ^ ] е - r j . J - u J (18) 

получаемъ йзъ уравнеиія (15): 

2TIU,V—1-
т 

(19) 

к=І (?, Y}) к=1 

г = 1 , 2 ....р 

или? на основаніи уравненія (17) и уравнепія 

^кі—^ік 

/ пк dJi~ 
ш* %у т 

к=1 (£, ч) 
Это уравненіе будетъ необходимымъ условіемъ, чтобы ин-

тегралъ J выражался въ указанномъ въ § 1 видѣ или. какъ 
будемъ говорить, необходимымъ условіеж шпгегрируемости въ 
конечномъ вгідѣ. 

Обратно, если условія (19) удовлетворяются, па оснав^ніи 
Формулъ (10) и (17) Функція: . j 

, on 

k=\ 

k=P 

k—p 
, (20) 



граловъ перваго класса типа J — І Т Й ^ — 

какъ оункція однозначная (х^\ уМ) будетъ равна Q(x^\ yW) и на 
1 

основаніи уравненія (15), J приводится къ — log Q(x^\ уѴУ)— 

— J FM(x, y)dx, гдѣ j F^yx, y)dx интегралъ перваго рода. 

Такимъ образомъ: условіе (19) не толъко иеобходимое ио и 
достаточное условіе интеірируемости вь конечномъ видѣ. Оно 
представляетъ обобщеніе условій Вейерштрасса х ) ивтегри-
руемости въ конечномъ видѣ эллиптическихъ интеграловъ, 
обобщенное Поссе 2 ) на случай ультраэллиптическихъ инте-

§ 3 . Мы отмѣтимъ теперь одно весьма интересное преобра-
зованіе выражевія интеграла 

J = 7 mil . (1) 
• U, >?) . 

черезъ Функціи тета, весьма важное въ нашихъ послѣдую-
щихъ изслѣдованіяхъ. 

Положимъ, что т[*-і)) опредѣляются. какъ алгебраиче-
скія Функціи •'(£(*), ѵ](*)) согласно теоремѣ Абеля 3 ) , сйетемой 
трансцендентныхъ уравнеиій: ' 

J = P ( ? М ^)k=p ( ^ Ѵ ^ ) 

X J л / = Hnk J ̂  (2іа) 

V" г = 1 , 2 . . . . ^ , 

0 Weierstrass. W e r k e . Band I . S. 2 2 3 . 
2 ) i?. .4. Поссе.-О функціяхъ 0' отъ днухъ аргумѳятовъ и о задачѣ 

Якоби. Прибавленіе. стр. 50. 
• 3 ) 0 ириведеніи суммы Абелевыхъ интегралбвъ къ суммѣ р интегра-

ловъ см. мое сочиненіе: „ 0 приведеніи Абелевыхъ интеграловъ • ш 
нисшимъ трансцендентнымъ". Извѣстія Варш. Пол. Иаст<. за 1 9 0 5 годъ 
стр. 6 3 . 



£ j' dJi^Y^n^ dJi (21(3) 
7 = 1 ( f A , v) k=l (>, v) 

г = 1 , 2 ^ 

причемъ ( ^ і ^ , Ѵ ^ ) опредѣляются уравненіями 
типа: 

.4о(Н(1)? г / 1 ) . . . . £Ц Y J W ) ^ - * -

(22а) 

- і - ^ і ^ 1 ) , г/ 1).. . . ^'>, v j W t f W ^ V . . . . А$Р\ г / 1 ) . . . . Ц*\ Y J ( P ) ) = 0 

іо(Н, ч ^ ^ й , г ^ < « > - 4 - . . . .АД, т;)=0, ( 2 2 0 ) 

гдѣ ^ ( ^ 1 , г / 1 ) : - / j f * ) ) раціональная Функція отъ 

у/'), vj(»)....'5rt, 4 W , ' (23) 

& Д ( £ , '/)) раціональная Функція отъ T J W ) опредѣляется 
въ общемъ случаѣ. когда уравненіе (22а) не имѣетъ крат-
ныхъ корней уравненіемъ: 

' г / ^ = £ ( 5 < * ) , " ^ 1 ) , ч П ) . . ' . . ^ ) , У/*),) (24а) 

гдѣ . $ раціональяая Функція ^(^) и величинъ (23); если же 
кратный корень ураввевія (22а) степени кратности рав-

ной to, то уравневіе (24a) замѣняется слѣдующимъ уравне-
віемъ: 

(25a) 

•+•. . - . . а д ч * ч ч о ) . . . .HW, Т | « > = о , 

гдѣ S$te\ раціональныя Функціи и 
величинъ (23). Такимъ же образомъ '/)(#)) опредѣляются 
уравненіями: 

^ (А ^ н - у Ц ? - , ^ ^ - ' н - . . .АД, - / ) ) = 0 ,• (22|3) 

r /#>=fl$(#>, ѵ)) (230 ) 
ЙЛИ 

ЗД<Ч I ч ) ѵ ) < ^ - + - . . . . - З Д ^ , Н, ѵ ) ) = 0 , (25J3) 
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П Р Ѳ ' ' * [ г ; / 0 ) — Ж а ] Ѳ А = 1 [ м і - і ¥ ; ] Ѳ [ и , - І І / ( 1 ) І Я ] Ѳ [ у 1 - Ж ( 1 ) і - з ] 

гдѣ 

Ж(1)<в=2 I dJi ( 2 7 а ) 
У = 1 ([Л, ѵ) 

* = 1 , -2 

Ж О . - р ^ Ѵ J j j . ? ( 2 7 3 ) 

7 = 1 ({1, ѵ) 

* = 1 , 2 . . . . ^ 

какъ оункція однозначная на Римановской поверхности бу-
детъ нриводится къ раціональной Функціи ІКх^, yW) отъ 
(ж( ] >, yW)', поэтому выраженіе (15) приводится къ виду: 

Поставленная въ § 1 задача приводится теперь къ задачѣ 
о выражепіи функціи 

въ видіь: 
— 1 0 ё Ѳ[ѵ,—Ж( 1 ) , я ]Ѳ[г ( 1 ( ° )—Ж 3 ] К J 

гдѣ vj) раціонадьная Функція (£, TJ), St(%?j\ 5, '/)) раціо-
нальныя Функціи vj). 

Функція 
к—р 

П Ѳ я * [ « г - Ж " л ] Ѳ^"Ѵ 0 ) -Ж ]Ѳ [ і '—Ж«, : а ]Ѳ[«— ЖЧ-з] 
А = 1 — ( 2 6 ) 
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Ha основаніи уравненій (19), (21а) и (21|3) 

к=р 
2тг[лгѴ—І-ч- £ 1Істы 

lVfi)=m)ai~m)^ — гзо) 

Положимъ, что (Н2

(^}, ѵ)2 (а і ))? (І2(&\ г^Щ опредѣляются си-
стемами трансцендентыыхъ уравненій 

У^ 1 v) У=і (f*, *) 

г = 1 , 2 ^ 

у=р G ^ W ^ O 

У 1 0*> v ) У=і (f*, v) 

* = 1 , 2 . . . . J ? 

гдѣ g простое число 

Ha основаніи теоремы Абеля (Hv г >, vj2W), ( Ы ' 3 ^ , vja^'O б у -
детъ алгебраическими Ф у н к ц і я м и (^і^К Гд( аЯ), ( Н і ^ , У]І^), 
опредѣляемыми уравненіями: 

А&іР), . . . . 7 ) і « # » + -
(32) 

y i 2W)=/S|:52W>, І і ( / Л ) , . . . . *,№>), Y ] l ^ ) ) (33) 

ИЛИ 

(34) 

V 
гдѣ fc=a или й=|3 и гдѣ Д ( Ь ( А 1 Ѵ г і і ( * 1 } - • • раціо-



нальныя симметрическія Функціи о т ъ ( £ і ( А ' л , ' /ji^'O} S,{^W>, £ і ( и > 

v j i < H > . . . TJI^-P)) раціональная Функція ^2(*') и раціональ-
ная симетрическая Функція " / j i ^ ) - Отсюда слѣдуетъ, 
что всякая раціональная симметрическая Функція (Ык^, 'fpW) 

выразится раціонально чрезъ раціональныя симметрическія 
функціи >)і<*''0, а э т и послѣднія раціонально черезъ 
( ? ( * ) , 7]<*> ИЛИ & -/]). 

Тогда Функція: 

Ѳ » [ І ; ^ Ж ( 1 ) Й ) « « [ И ^ Ж ( О , І 3 ] Ѳ [ М ^ І № [ ^ 0 | - ^ _ _ Д І ; 2 ) ^ ] ' ( ° ) 

какъ Функція однозначная на Римановской поверхности при-
водится къ раціональной Функціи S(x^\ yW): 

(36) 

гдѣ 

Q < 2 > = l o g 
3 Ѳ [ ^ - Ж 2 Ы Ѳ [ м ~ Ж ( % ] 

(29 2) 

и гдѣ 

(27 2а) 
У = 1 ((*, ѵ) 

* = 1 , 2 . . . . 

(27 2 8) 
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Такимъ же образомъ находимъ: 

причемъ 

( 3 7 ) 

l i ( ' - )= l lo g 5M(aK ] ) , У 1))-і-^0('-+ 1) 

S'OQiV), і/(*>) раціоналыгыя Функціи отъ (дК1), ^ 1 ) ) 

Ѳ ^ г - Ж ^ а ] Ѳ [ ^ - Ж ( % ] 2 9 < 

" ° (•)і ;г,-ЛГ"),. х] Ѳ [w s —ЖС^] ^ ; 

M W , a = £ | ( 2 7 а ' ) 

У=1 ѵ) 

* = 1 , 2 р 

, . 5 = У ] J* d J i ( 2 7 3 0 

.У=і ((*, ѵ) 

г = 1 , 2 ^ 

dJi=^ j № = . . . . ^ g * - 1 2 J <Wi ( 3 1 * 0 

.;=l(,u., v) У==1 V, v) . / = 1 ((Л, v) 
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T\ f А 7 і = в £ { dJf=;...=<f-*£ [ Л7І (Sip*) 
J = l ( f t , V ) У = 1 (V, V ) . / = 1 ( f A , V ) 

откуда раціональныя симме*рическія Ф у н к ц і и Ѵ а ^ ) и 
,{^(^)/7]/І^')) опредѣляютея раціонально въ раціональныхъ сим-

метрическихъ Функціяхъ ( ^ _ г ' Ѵ - і ^ Ѵ - і ' V—і £—2 ' 

Л • ( A A ( 5 М и fttffl, Ч 1 ( Й } и раціо-

нально въ (!;(*), т/*)) и (];, -/•). 

Положимъ, что m не дѣлится ва д7 тогда можно иайти цѣ-
лое число г удовлетворяющее сравненію: 

rf=l (mod. т). ( 3 8 ) 

Положимъ въ уравненіяхъ (31)J '£=гч-1. Тогда, если усло-
в і е (19) удовлетворено, будемъ имѣть: 

(39) 
^ f г + 1 г + 1 /• 

£ d J , = 2 т г [ л ' , Ѵ — 1 - * - ^ / W ^ L ) ^ J , , 
;•=! ,(й;) „(ft/) ) * = і і = і (г/іЗл щ 

гдѣ р.',=й[х,', Х'л=/гХі цѣлыя числа. 

Ыа основаніи теоремы Абеля можемъ положить: 

, = / , (С(«У) „(«/>) J = = ? ) (|«У> ,(«/)) ; = я (|(Й7) „(й/j у 
„ /• г+1 г + 1 „ п г+1 г+1 _ п г+1 r-f-1 

; = 1 ' ( f t / ) ( f t / ) } / = 1 *(,,., v) . / = 1 '(,л. v) 

(40) 
^ ) 
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* 

« 

такъ что 

? = р ' J = p чгш) •{ ..: 
,/•/•••')=-_,V j d J . qV j d J { _ ^ 

. / = 1 ( f t , V ) ( ( Л , v ) 

(41) 

причемъ ращо»альныя симметрическія Функціи ( ? r + 1 > 7 ) r + 1 ) 

выражаются раціонально черезъ раціональныя симметриче-

скія Функщи (^, , тІг ) , (lr_v \._J--..(lx , \ . ) іг. нако-

недъ рдціонально черезъ (?;(*}, т)(*))? ѵ ) ) ; ( ? £ г + 1 , \ + 1 ) можно 

опредѣлить уравненіями: ^ г + 1 уравнешемъ: 

АОІГ+ЩГЧ-А^+ѴЪР-1-*-. . . . - + - J P ( ' - + 1 ) = 0 (42) 

въ общемъ случаѣ, когда Ѣ^+і не кратныйкоревь урав-

ненія (42), уравненіёмъ: 

Лг+\) (7І) jlr + l) {tff-1 ( 7 / ~ 2 ( r + 1) 
P ' r + l 0 V + l 1 V + l p 1 ' 4 У 

если же ^ кратныи коревь степеви кратности to, то урав-

неніемъ: 

К ) . 0 > + 1 - + - - - ^ - l . o ) ' / l r - f l ^ ( j S 0 . 1 < Ѵ + 1 ^ 

(44) 

1.1 у т + 1 ѵ 0,со V'-f l — l . w y 

( ^ + І ) + - Г > ( Г + 1 ) 

КоэФФИціенты этихъ уравненій A- , В. ? / & , какъ 
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(ті) (vj) 

раціонадьныя симметрическія Функціи (Ѣг+1, 7і г + 1)будутъпред-

ставлять Абелевы Функціи отъ аргументовъ: 

) = р ( 5 Ы ,(Т7) 

^ ' • + I ' = 2 J I ^ 

У=1 0, ѵ ) 

и выражаются раціонально черезъ Абелевы Функціи А/г) отъ 
аргументовъ: 

/ = = ] (p., ѵ) 

Предполагая, что среди ^ С Л н ѣ т ъ равныхъ, составляемъ 
таблицу Абелевыхъ Функцій: 

j A0w, А^ Af) 
! B0W, J5oO) В/о 

(AO, 

которую обозначаемъ черезъ Д ь При помощи сложенія,, вы-
читанія, умноженія и дѣленія, безъ рѣшенія уравненій выс-
шихъ степеней, составляемъ по таблицѣ Д5, таблицу Д2: 

I А0Ѵ, А-р) д.я 
! Д > < Ѵ в-л д,я 

По До составляемъ Д 3 и т. д. 

Въ случаѣ равныхъ таблицу Д,: 

| А0(% А/> 
| В0(% В,'- Д , « 

Т. X X V I , в. I. 

(ДО. 

(ДО-
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замѣняемъ слѣдующей: 

/ 0 

д .(0 
о.о в 1.0 в 

1 ( 0 

^ — 1 . 0 

О.со 
,(0 

—1 . W 

Полученное выше уравненіе ( 3 9 ) или, что тоже, на осно-
ваніи уравневія ( 4 0 ) : 

t(77) МІ) 

2 | rfJ^TrfJLW^H-^^.rHj] J d J , ( 4 4 ) 

7=1 О, ѵ) / • = ! 7=1 (a, ѵ) У=1 0> ѵ) 

даетъ 

илн 

У=1 (р, ѵ) 

(7;) 

Б ( Г + 1 ) = Б ( 1 ) . вГ+^В™. 

(45) 

( 4 6 ) 

Обратно условія ( 4 6 ) или ( 4 5 ) предполагаютъ уравненіе 
( 4 4 ) или ( 3 9 ) , откуда, замѣчая, что 

7 dJi = ^ / j • 

r + 1 r+Y 1 1 7 

получаемъ изъ уравненія ( 3 9 ) уравненія ( 1 9 ) . 

Итакъ жобходимымъ гь достаточнымъ условіемъ штеірируе-
мости въ конечномо видѣ интеграла J, при условіщ что т не 
дѣлится на q будетъ періодичность ряда: 

Ді, Д 2 , A- Д г ? А г + 1 , 

начитя съ перваго члеиа А ь 
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^ . - f « + i ) _ ^ ( s + i ) ( r + e - f i ; ^ + і ) г 1(^+*-и) ^ ( s + i ) Ж ' ' 1 - / Т і

 в у ^ ^ W : * \ вѵ: - • -=вѵ - (5і) 

Обратно изъ уравненій (51) приходимъ къ уравнеиію (19). 
Деобходшымъ и достамочнымъ условіешъ ишпеірыруемости 

5 * 

Подожимъ теиерь, что т дѣлится на q, но не представ-
ляетъ степени q, такъ что 

m—qsn, 

гдѣ п > 1 уже не дѣлится на такъ что существуетъ цѣлое 
•число г. удовлетворяющее сравненію 

qr=l (mod.n). 46) 

Вмѣето уравненія ( 3 9 ) мы получаемъ 

У \ dJs = 2тс{л',У— 1-ь ) , W ? s / , ^JT, (47) 

a, вмѣсто уравненія (44), слѣдующее: 

I dJi = 2 T C [ x W - l - + - > - V . T 4 H - 2 ' 2 d I d J i ( 4 8 ) 

7 = 1 ( a . ѵ ) А : = 1 У = 1 О, ѵ ) 

И Л І І 

Г + . 9 + 1 Г + S+l „ П S+l S + 1 

2 . . I ^ = 2тс{А ,Ѵ—Ін-У / Л т ь - н ^ j dJi (49) 
j=l {у.. ѵ] к=1 У = 1 ( > , ѵ ) 

откуда 

илн 



въ котчпомъ видѣ интеграла J, при условіи, что m=q*n т 
п^> 1 будетъ періодичность ряда: 

Д і , А 3 Дг . 

ничгшая съ s-ні-го члена Д * + і . 

Остается еще разсмотрѣть случай, когда ж представляетъ 
степень т. е. 

m=gs. 

Тогда уравненія (39) и (47) замѣшдатся слѣдующимъ: 

/ ' - ( « / ) ( « / ) 7 

&7 ; -=2* [ А'У=Т+ У] Х ' * Т « , ( 5 2 ) 
у = і />(#/) ) & = 1 

г + 1 1 г+1 

а уравненія (44) и (49) слѣдующимъ: 

V f г + 1 г + 1 , ѵ 
\ I dJ(=2r.u.f

{\/— 1 - н ^ > Л т и , 
, / = 1 (И, ѵ ) fe=l 

которое даетъ 

(53) 

г ( 7 / ) (7/) 

или 

X = ^ 4 , В. =В. , Б - , =В. , , ( 5 5 ? 

/ 0 ) (0) (0) ^ . . . 

если черезъ Л . , В. , і>у ооозыачать значенія Ф у н к щ ж 

Ajj Bj, Bj, jc при і Ѵ г = 0 , черезъ Д0 таблицу имъ отвѣчающую. 
Обратно, изъ уравненія (53) легко получаемъ (19). Необхо-

димымъ и достаточнымь условіемъ іттеірируемости въ конеч-
номъ видѣ интеграла J , при условіщ что m=q% будетъ совпа-
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Дъ Д*? X 

съ Д 0 . 

Резюмируя. получаемъ слѣдующее: 

Необходимое гь • достаточное условіе іштеірируемости въ ко~ 
нечномъ видѣ интеграла J: Рядъ Д ъ Д 2 ? Дз Д г - і , Дг дол? 
женъ быть, начипая съ пѣкотораго члена періодическимъ или 
же одинъ изъ членовъ этого ряда долженъ совпадатпъ съ Д 0 . 

§ 4. Когда эти условія иитегрируемости выполнены, урав-
ненія (37) даютъ значеніе il(]K а уравненіе (28) выраженіе 
К или J. 

Въ самомъ дѣлѣ, когда m не дѣлится на то 

Q ( 1 ) = Q ( r + 1 ) 

•й мы имѣемъ изъ уравневій (37) 

•откуда 

f — 1 
log п Ѵ ) ? (я*1), ^ 1 ) ) 

2 r — 1 г = 1 

тдѣ Sr+i(x{i\ у^) раціональная Функція ( ^ 1 ) , у(1)), а иодстав-
ляя въ ураввеніе (28) получаемъ: 

(56) 

Откуда слѣдуетъ, что можно положить 

m—gr—1. 

депіе одного изъ членовъ ряда\ 
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Если m=q*n (п>1), TO ИЗЪ г послѣдвихъ уравненій еисте-
мы (37) находимъ: 

гдѣ Sr+94.i(xW,y(iyf раціовальвая Фуякція (х<г\ у^), под-
ставляя же s въ первыя ураввевія этой системы, имѣемъ: 

и наконецъ: 

(57) 

. . . .& + S + 1(OJ( ]), ^^ -^ -^ loggc^ ) , t / ' 1 ) ) , 

откуда 
m=qs(qr— 1 ) . 

Наконецъ при m = g r 

i o g Q < r + l ) = o 

и поэтому на основаніи уравневій (37) 

feilogi/(^), уѴ)П№* \x(1\yW)=hogQ(xM,yW) (58> 

откуда 

Теперь мы покажемъ, какимъ образомъ опредѣляются ращо-
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нальныя Функціи ДО(#(1)з у№) и B(W\ у(1)), входящія въ урав-
ненія (56), (57) и (58). 

Съ этой цѣлыо мы сперва преобразуемъ выраженія гц—Ж". , 

^ — , входящія въ трансцендентное выраженіе длл 

&%хм, у<1У) 

(t) U) (t+1) (t + 1) 

А, именно, уравненія, (7), (8) и (27*) даютъ: 

j = p (JflyU))J=/) {MJ), ,<«/)> 

и~М(і)=У f d,Ti—V Г dJt 
га — J — I J 

У = 1 (««, pW) . / = 1 (IS v) 

(59) 

ИЛІІ 

j=p ») . ; = / > (.,;(", / 0 ) ./---V ч^Ь 

. / = 1 (aW, pW) У = 1 V. v) . / = 1 (ft v) 

/ = 1 (aW? / = 1 v) y=l V, v) 

a no теоремѣ Абеля: 

У = р („ , v) y= y , («,<«•/), yf>))j=P ( a M yf» 

Пі-Міе>=У. ( </,;,-> V f f i J i ( 6 0 a ) 

. / = 1 (a«, р(Л) . / = 1 '((., v) y=l (а(Л, pW) 
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з=р У=?> {*f\ yfj))j=p (*fJK yfJ)) 

У = 1 (ay>, pM) j = l '((л, v) , = i (aW3 pW) 

и такимъ же образомъ имѣемъ: 

ѵ<-М{і) = } (/,/, (61a) 
га *-і J 

J=l (aW; ]3W) 
У = р ( а Д / ) «(РЛ) 

г ; * — Ж ( < ) = > (610) 

У = 1 (о0>, pW) 

jp нулей Функціи Ѳ[г*<] будутъ: 

( ( і , ѵ) у=/с_і (а/Л, ,/Л) у = ? ) (ЖУ). ?/(Л) 

u>m=j dJ{+- У, | н ^ J* А / , (62) 
(a<*>, pW) У = 1 (aW. р(Л) J=k+1 ( а « ) } р(Л) 

fe=l, 2, 3 . . . . j> 

Поэтому Функція ДО(а?С), опредѣляемая Формулой (59) 
будетъ имѣть нули и безконечности кратности q, опредѣляе-
мыя уравнеаіями: 

(«!?) («/) (РУ) (Й/) 
—p., 

(63) 
(«у> («У) (РУ) (РУ) 

xto —Р> 

простые нули и безконечности, опредѣляемые уравненіями: 

(<у) («У) (ЗУ) (РУ) 
^ + і " _ ѵ ' ^ + і , о — I х ' ^ + і , о — ѵ 

(64 ) 
(«/) (*У) (fi/) (РЛ 

^ + і , о = ѵ ; ж т ^ + і = ѵ -
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l) Appett et Goursat. Theor ie des fonctions algebriques et de leurs 
integrates етр. 5 8 1 . 

Нули и безконечности Функціи (59) можно опредѣлить еще 
уравненіями 

II (х — [ х ) = 0 , • II ( ^ — ѵ ) = 0 , (65) 

и т. д. 

лѣвыя части которыхъ раціональньія сішметрическія Функціи 
(<*/) (« / ) . , . 'XF , ?/ и т. д., а потому также рацюнальвыя симметри-

ческія Функціи (х^\ уЩ. Какъ раціональныя симметрическія 

Функщи ( ^ , ), , j оии оудутъ ращонально выра-

жаться черезъ (Н(А'), т/А')) и (Н, т;1. Оетаетея только построить 
І8{-%%(1}. у^) по заданнымъ нулямъ и полюсамъ. 

Предполагаемъ сперва общій случай. 

Задаішые полюса не принадлежатъ. къ такъ называемой 
спеціальной группѣ полюсовъ, т. е. эти полюса не могутъ 
всѣ лежать на одной или нѣеколькихъ союзныхъ кривыхъ 
п—3 порядка. 

Согласно Апиеллю и Гурса 3 ) раціональная Функція S(%xM\ 
yW) можетъ быть слѣдующимъ образомъ поетроена: 

Беремъ двѣ союзныя кривыя: 

rf)(x, ? / > = 0 (66) 

j , ) = 0 ;• . (67) 

порядка К при условіи, что К удовлетворяетъ, двумъ нера-
венствамъ: : ; 

К>щ Км>?оч-К (68) 

гдѣ JSr=qH-i-G сумма порядковъ заданныхъ полюсовъ, a 8 
число двойныхъ точекъ кривой (2): 

f(x, »У --0 (2) 



или число двойныхъ точекъ, эквивалентныхъ кратнымъ точ~ 
камъ вривой (2). 

Эти союзяыя кривыя (66) и (67) подчиняемъ слѣдующимъ 
уеловіямъ: 

Кривая ®(%х, у)~0 

проходитъ черезъ вростыя полюса (х(д\ уЩ и имѣетъ еопри-

косновевіе q—1 порядка съ кривой ( 2 ) в ъ кратвыхъ полю-

с а х ъ (x{h\ у^У). 

КоЭФФИціенты <р(9(а?, у) должвы удовлетворять условіямъ: 

если черезъ (#W, y(kty обозначить двойвыя точки кривой. 

Уравненія (70) замѣняемъ равносильной имъ системой 
уравненій: 

гдѣ 2 распространена на в с ѣ полюса (х^\ у^), раціо-
нальная Функція $(x<ff\ уЩ съ различными зваченіями для 
различвыхъ (х^9\ у№). 

Въ самомъ дѣлѣ при этомъ послѣднемъ условіи опредѣ-
литель: 

<р(')(я«, у(*))=0 (69) 

(70) 

<j=G 

9=1 

( 7 1 ) 

5 = 0 , 1 , 2 . . . . 0 - 1 

1 1 1 

Д = 

£ — 1 G—l 
*(2) 
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о т л и ч е н ъ отъ нуля. Такая Функція &(x<ff\ у^) не существуетъ 
т о л ь к о въ к р и т и ч е с к о м ъ случаѣ, когда двѣ или болѣе точки 
(х^\ уЩ совпадаютъ; въ этомъ случаѣ условія пересѣченія 
к р и в ы х ъ (2) и (66) слѣдуетъ замѣнить у с л о в і я м и соприкаса-
нія или условіями, что (х(°\ уЩ были бы кратнымъ общимъ 
рѣшеніемъ уравненій (2) и (66). 

Если это рѣшевіе двукратное, то 

<р«(аДО, у(*))=0 (72) 

J C ? W * f) __0 ( 7 3 ) 

Если трехкратное, то слѣдуетъ присоединить еще уравненіе: 

dCb^ f) _ 0 пл) 

гдѣ срі(*) лѣвая часть уравневія (73) и т. д. 

Эти уравненія, какъ выше, легко приводимъ къ уравне-
н і я м ъ , лѣвыя части которыхъ будутъ симметрическими Функ-

ціями относительно д в у к р а т н ы х ъ рѣшевій (х^д\ уЩ и т. д. 

Такъ какъ (x(ff\ у(уУ) о п р е д ѣ л я ю т с я у р а в н е н і я м и (65) или 

Q(xV\ » ( 1 ) ) = 0 (75) 

Ѳ ( ^ \ ^ ) ) = 0 , (76) 

лѣвыя части которыхъ будутъ р а ц і о н а л ь н ы м и симметриче-
скими Функціями (аК2), уЩ(:с^\ у(2>) (х('р\ yW) и раціональ-
н ы м и Функціями (£(*), 7](;)) и (Н '/;), то т а к о в ы м и же Функціями 
б у д у т ъ р а ц і о н а л ь н ы я с и м м е т р и ч е с к і я Функціи (х(д\ у№\ слѣдо-
вательно и лѣвыя части уравненій (71). 

Равнымъ образомъ таковыми же будутъ и к о э Ф Ф и ц і е в т ы въ 
ураввеніяхъ: 

А(хМ)=0 (77) 

W > ) = 0 , (78) 
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опредѣляющихъ х^) и у(д\ а также въ уравненіяхъ: 

j ? 0 ) ( j , 0 ) ) = 0 5 BW(yW)=0 

опредѣляющихъ т о л ь к о простыя рѣшенія у(-?)), только 
двукратныя и т. д. Слѣдовательно раціональныя симметриче-
скія Функціи простыхъ рѣшеній (#№), ?/•?)), двукратныхъ 
(х(д\ у(дѴ) и т. д. въ частномъ случаѣ лѣвыя части у р а в н е н і й , 

къ которымъ приводятся (70) и л и (72), (73) и т. д. въ ука-
занномъ выше критическомъ случаѣ будутъ раціональными 
симметрическими Функціями (xW,yiJ)) ( і = 2 , 3 . . . . р) и . р а ц і о -

нальными Функціями (£(*), г/7)) и '/)). Всѣ эти уравненія 
будутъ кромѣ того линейны отноептелыю неизвѣстныхъ КОЭФ-
Фиціентовъ yW(x, у). 

Точки (x(h\ yW) будутъ предполагать условія соприкосно-
венія, аналогичныя (72), (73), (74) и. т. д. и тоже будутъ ири-
водиться къ уравненіямъ, лѣвыя части которыхъ будутъ ли-
нейны относительно К О Э Ф Ф И Ц І Ѳ Н Т О В Ъ <pW(#, у% радіональньія 
симметрическія Функціи (#(•'), 0 = 2 , 3 . . . . р) и р а ц і о -

нальныя Функціи (£(*), т/*)), (Н, yj). Условимся называть такія 
выраженія выраженіями типа ( Д ) . 

Кривая ( 6 6 ) будетъ встрѣчать кривую ( 6 ) еще въ 

L=Kn-2$—N> 0 

точкахъ: (аДО, уЩ. 

Лѣвыя части уравненій: 

С(х)=0 ( 7 9 ) 

DQ))=0, ( 8 0 ) 

опредѣляющихъ (,/', у) для точекъ пересѣченія кривыхъ ( 6 6 ) 
и (2) будутъ выраженіями типа (А). 



Тоже будетъ относитьея и къ лѣвымъ частямъ уравиеній: 

~-() Г81 ^ 
ПСх—а^ІЦх—х^у к°4 

опредѣляющихъ (х^\ у^), и ко всякимъ раціональвымъ симме-
трическммъ Фуикціямъ (х(і\ уОІ)). 

Кривая хІЩх, у)=0 

проходитъ черезъ точки (х(і^ v/W), иоэтому 

U%xi*h у<»)=0 (83) 

у®)=0 (84) 

или. если //(0) двукратное рѣшеніе, 

Кромѣ того ф(')(г? у ) = 0 проходитъ черезъ заданные про-
стые нули и имѣетъ соприкосновеніе q—1 порядка 
въ кратныхъ нуляхъ (&•(% //''')), такъ что 

ф<')(ж(''>, ? / г » ) = 0 (85) 

ф(0(а:(^)? ? / ( » ) ) = 0 (86) 

d(tf(°4 у(д)) -0 и т. д. 

Всѣ эти уравненія приводятся къ уравненіямъ, лѣвыя ча-
сти которыхъ линейныя Ф У І І К Д І И коэФФИціентовъ <р(*)(#, у), 



— 7 8 — 

раціональныя симметрическія Функціи (#(*), yW), а потому и 
(x^jK y{J)) и раціональныа Функціи т](*)) и (£, */]), т. е. 
типа ( J . ) . 

Прп этихъ условіяхъ, придавая нѣкоторому числу КОЭФФИ-
ціеатовъ Ы%х, у) произволъныя звачевія, опредѣляемъ осталь-
ные коэФФиціенты о(%х, у) и <]/*)(#, ?/), получаемъ для по-
слѣднихъ выраженія типа (А). 

Опредѣливъ о(*)(х. у) ы ^{х, у) можемъ положить 

гдѣ CO ие зависитъ отъ (.г'1), ?/(•)), но только ОТЪ (#('), «/(•>)), 
0 - 2 , З....р). 

Совершеішо также доказывается этотъ результатъ и въ 
томъ случаѣ, когда заданные полюса принадлежатъ спеціаль-
ной группѣ. 

Въ уравненіи (87) тогда 

у ) = 0 (88) 

союзная кривая п—3 порядка, проходящая черезъ задан-
ные простые полюса и имѣющая со кривой (2) соприкосно-
веніе q—1-го порядка въ кратныхъ полюсахъ. 

Крпвая 

¥КЪ 3 0 = 0 (89) 

союзная кривая п— 3-го порядка, проходящая черезъ точки 
иересѣченія кривой (88) съ кривой (2) иные, чѣмъ заданные 
полюсы. Кромѣ того кривая (89) проходитъ черезъ заданные 
простые нули и сопрпкасается къ кривой (2) въ кратныхъ 
нуляхъ. При этихъ условіяхъ намъ остается только повторить 
ііриведенныя выше разсужденія для полученія желаемаго ре-
зультата. 
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Теперь переходимъ къ Функціи: 

к—р 
к—ѣ (1) (I) 

Опредѣленіе В(х^К j / 1 ) ) тоже приводится ЕЪ построенію ея 
по задаішымъ полюсамъ и нулямъ. А именно. эта Функція 

должна имѣть полюсъ (£, '/;) порядка простые полюса. 
Іс=і ' 

опредѣляемыя уравненіями: 

(«/) (<*/) «/) 

иули: (£(*), т/*)) порядковъ щ, простые нули, опредѣляемые 
уравненіями: 

(«/) («/) (В/) №/) 

и мы получаемъ: 

**ц> ѵ(1)>=пШі$У ( 9 0 ) 

гдѣ yJxM, fcKaK1), у(х)) раціональныя симметрическія Функ-

ціи ?/М) 0 = 2 , 3 р) и раціональныя Функціи (!;(*), '/)<*>), 

(<;, vj). D не зависитъ отъ (яК1), у*1)). 

Легко теперь видѣть, что мы можемъ пользоваться урав-
иеніямя (56), (57) и (58), полагая 

•LW >, У{ ) - ^ fl) ( < І , І } ! І І Ц ) ' (92) 

гдѣ ( а , Ь) постоянныя значенія (х, //), 
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Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

такъ что 

ваходвмъ, на осяованіи уравненій (56), (57) и (58): 

ri —1 

и два другихъ. отвѣчающихъ (57) и (58), гдѣ 

( 9 3 ) 

и гдѣ В(х^\ ^ 1 ) ) и ^ ( ^ 1 ) , т/С1)) имѣютъ зяачевія, опредѣ-
ляемыя уравненіями ( 9 1 ) и ( 9 2 ) , К не зависитъ отъ (##). ;//(')) 
0 = 2 , 3 . . . . р). 

При ( а ^ ^ а , у(1)=Ь) первый члеиъ второй части уравне-
нія ( 9 3 ) приводится къ вулю, К къ постоянному, поэтому 

и ^ logFq — 1 Ег+і должно быть БОСТОЯЕБЬІМЪ. При (а=ж( 1 0 > 

Ь=у(Щ) К дриводБтся къ иулю и мы имѣемъ 

(£ — 1 ^ 
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гдѣ 

1 U 4 ~ J д ъ у х-ь wm ( } 

і = 2 р 

В(х)= П (x—at) (96) 

Р(ху= 'п(х—а2м) (97) 

Q(x)= I I (х—~а2і) 

* ) Случай ультраэллиптичеекихъ интеграловъ перваго класса будетъ 
подрббно разобранъ въ другой работѣ. Велѣдствіе недостаточной разра-
ботки теоріи ультраэллиптическихъ функцій высшихъ классбвъ мы мо-
жемъ йзлагать методу лишь въ общихъ чертахъ. 

Т . X X Y I , в . I . 6 

т. е. получаемъ уравненіе (56), но гдѣ R(x(^\ у(1У) и S^aK 1), yW) 
имѣютъ уже значенія (91) и (92). Также разсматриваются и 
случаи уравненій (57) и (58). 

Такимъ образомъ не только разысканіе необходимыхъ и до-
статочпыхъ условій интегрируемоши, no it разысканіе самаго 
выраженія К въ конечиомъ видѣ, если это выраженіе возможно, 
не шребуетъ рѣшеиія уравненій высшихъ степенем, но только 
системы уравненій первой степены. 

§ 5 . Останавливаясь подробнѣе на случаѣ ультраэллипти-
ческихъ интеграловъ *), мы покажемъ, какимъ образомъ мо-
гутъ примѣняться къ рштегрированію в ъ конечномъ в и д ѣ 

тета-Функціи отъ многихъ аргументовъ. Основное предложе-
ніе, которымъ мы пользовались, начиная съ § 1, можетъ быть 
для этого случая слѣдующимъ образомъ Ф о р м у л и р о в а н о : 

Задача объ интегрырованіи въ конечномъ видѣ ультраэллипти-
чешіхъ интеграловъ приводится къ задачѣ о выраженіи инте-
ѵрала: 

k—p 

J=YnkUt , (94) 
J a m ^fc 



пп цѣлыя числа, въ формѣ: 

~-^Q(x, j O - £ ^ Z V (98) 

и)ѣ 

F<= f (99) 

итпегралы перваго рода, т г^ѣлое число, Q(x7 у) раціональная 
фуикція. 

Въ разбираемомъ частномъ случаѣ *), вмѣсто Формулы ( 1 2 ) 

удобнѣе брать слѣдующую 2 ) : 

гдѣ 

,(5, ч) 

i l / . = j ,./,/, (102) 
О О 

и тдѣ интегралы перваго рода съ періодами опредѣляемыми: 
таблицей (9). 

*) Въ этомъ параграфѣ мы будемъ пользоваться формулами, яомѣ-
щевными въ знаменитыхъ мемуарахъ Веяерштраеса: „ТЬеогіе der Abe l -

, schen F u n c t i o n e d J o u r n a l de Crelle .B . 52 или W e r k e B. I. S. 3 0 0 и 
„ Z u r Theorie der Abelschen F u n c t i o n e d Journa l de Crelle B . 4 7 . W e r k e 

B ; I. s, 133 . . . . . . ; 
2 ) Въ такомъ видѣ эта фррмула дается у Ж А. Тихомаидрищщо 

Обращеніе гинерэллигітическихъ интеграловъ. стр. 1 0 3 ^ формуда ( 1 2 ) . 



Изъ уравненія (100) получаемъ для интеграла: 

( Ж (Л , у(Л) 
г—р (jxj\ у^) /"* г=р—1 к=р 

* = і " ( ж

( 1 0 ) , ? / 1 0 ) ) ] ? ' = ° ' " 

( * ( 1 0 ) , 2 / ( 1 0 ) ) 

слѣдующее выраженіе: 

/ с = 1 

* П Я Ѳ ю * [ М г ь Ж « ] г ' = ^ г= °̂вё 
' П &п\іи—Мік] г = і 

* = 1 

(103) 

гдѣ 

(104) 

Обозначая черезъ 
Ч2іГг-, і, 2Кг, 2, 2А г , р 

г]/=1, 2К\ а Ѵ ^ І , . . . . 2J5T',, р Ѵ ^ Т 

систему періодовъ интеграла такъ что 

it\/—i 
(105) 

мы можемъ условіе интегрируемости (19), выведенное для 
общаго случая Абелевыхъ интеграловъ замѣнить слѣдую-
щимъ 

% 2hK(, , - + - 2 2KjK?hj)/=l 

L n \ 
k=X oo 

гдѣ X/, X / цѣлыя числа. 

(106) 

6* 
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При помощи разсужденій. авалогичныхъ помѣщеннымъ въ 
§ 3 , убѣждаемся въ слѣдующемъ. 

Полагая: 

У, [ dFi = £ w * J dFi (107) 

Wi(^=J] J dFi = qTd J ^ - = . . . . = ^ - i V j (108) 

Wi(*)=2 £ J dFi =У. ( dFi • (109) 

У=1 ( % - l , 6 2 i - l ) У=1 («2,-1, 4 - 0 

мы долучаемъ слѣдующее условіе интегрируемости. Когда т 
не дѣлится на д: 

Ѵ + і = ^і > Ѵ ы = 7 1 і > е с л и ?=1 (mod.m) (110) 

При m=qsn: 

При m=qr: 

5 , , - = 5 , 1 3 ѵ] , = ' / ] . 1 Э еели ^ = 1 (mod.nX (111) 

Ha освованіи Формулъ т ) опредѣляющихъ Вейерштрассовы 
Функціи: 

х ) Мы беремъ всѣ эти формулы въ томъ видѣ. въ какомъ ихъ даетъ 
Вейерштрассъ въ упомянутой выше статьѣ. Фунщія a Z [ v J a чаще опре-

Ѵ(-1)Я(д)ф(а а)., 
дѣляется формулой аІ\уі\&— ~ - т — ; формуды ( 1 1 3 ) , ( 1 1 6 ) у 

( 1 1 7 ) , ( 1 1 8 ) и ( 1 1 9 ) помѣщены въ статьѣ Вейерштрасса подъ номе-
рамй: ( У П ) . ( X X ) , ( I X ) , ( I I I ) и ( X ) . У Покровскаго тѣже формулы 
подъ вомерами: ( 7 3 ) , ( 1 0 1 ) . ( 7 8 ) , ( 7 9 ) и ( 8 0 ) (Д. М. Покровекій. 
Теорія ультра-эллиптическихъ функцій I класса. „Математическій Сбор-
нйкъ«, т. X I I I , стр. 1 7 4 ) . 
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а І ^ ^ ^ Щ ^ (113) 

? ® = ' и (*-* , ) ' (114) 
?"=і 

f (115) 

У = 1 («2І -1 , Ь 2 і - і ) 

Л = 1 
гдѣ 

дающихъ cwj[vi\2s-i'i — -— въ рацюнальныхъ Функціяхъ отъ 
аІ[Ѵі]28-і 

Ъ:, гік и уравненій: 

уравненія степени р, опредѣляющаго <;2? — ѢР 

дающаго раціональныя симметрическія Функціи £ і , £ 2 , 
раціонально въ a / 2 [ ^ ] 2 S - i , и уравненій 



оцредѣляющихъ Y J * въ раціональныхъ Функціяхъ отъ 

а/[г;,-Ь-і 

мы можемъ замѣнить доказаввыя выше условія слѣдующими: 

Jftidb Ді, Дг, Дз Д г ~ і , Дѵ ^ть Д г опредѣляется таб-
лицей: 

al2[Wi(%, йІ*[Юі<гЦъ>..... al2[Wi(r)]2p-i 

al[wfr)}% 
( Д г ) 

долженг бытъ, начиная съ нѣкотораго члена, періодическимъ или 
одинъ изъ членовъ этого ряда долженъ быть: 

(До) 

т. е. 

al2[0]h al°-[0]s... ... al2[0]2p і 

аЩі аі [0] 2 р_і 
al[0]i «І[0]3. «?[0]2р_1 

0 0 . . . . 0 

0 0 . . . . 0 
(До) 

Въ самомъ дѣлѣ при условіяхъ (110) уравненія (113) и (1І6)Е 
даютъ: 

а12{и4г+1)]^а12[гѴіЩ 

при условіяхъ (111): 

при (112) : 

aljM-V'+'Oe a . [ 0 ] e 

( 1 2 0 ) 

( 1 2 1 ) 

( 1 2 2 ) 
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Обратно уравненіе (118) при уеловіяхъ (120) даетъ двѣ 
(7/) (77) 

одинаковыя системы величинъ с г + 1

 и V и л и уеловіе 

Ѣг 5 на основаніи уравненія (119) должны кромѣ того 

имѣть 
(7/) __ (7/) 

т. е. условія (120) предполагаютъ (110). Такимъ же образомъ 
изъ условій (121) и (122) вытекаютъ (111) и (112). 

Остается теперь показать, какимъ образомъ могутъ быть 
опредѣлены члевы ряда: Ді, Д2, •••« Aѵ • • • 

Замѣтимъ прежде всего, что Формулы' сложенія тета-Функцій 
даютъ намъ Ф о р м у л ы сложенія Функціи al[vi\^ (опредѣленныхъ 
Формулой (113)) и Функцій 

А-=1 

т. е. рацюнальныя выражеиія Функцщ 

h=m Іі=т 

аі\ \ У ѵ{»)] , all V «; 4МІ 

черезъ аІ[ѴіЩа, сй^ѵ^Ц^ откуда имѣя въ виду выраженія 
а І М ^ черезъ аІ[Ѵі\л и обратно: по Формуламъ Вейерштрасса1 9): 

d[v,^ <Мт^ѵ№^Ъ (124) 

1 9 ) Мы нозволяемъ себѣ не выннсывать іюдробію всѣ эти формулы, 
отсылая читателя къ упомлнутому выше зіемуару Бенерштрасса см. 
§ 5 , стр. S 3 6 формулы ( 9 ) или Иокровскій— § 2 8 стр. 2 1 5 формулы 
( 1 3 3 — 1 4 4 ) . 



— 8 8 — 

7 = 1 o o 

на освованіи уравненія (107). 

s—p 

^ | > J 2 , ^/[?Л]2.ѵ-1 da/[^] 2* &rfFiV]2*-l ^ Г ^ І 2 * 
И ДруГИМЪ ДЛЯ , > > ~ J " И — 

получаемъ подобныя же Формулы сложенія для Ф у н к ц і й 

Эти Формулы даютъ возможность при помощи раціональ-
ныхъ дѣйствій переходить отъ одной таблицы Д4- къ слѣдую-
щей Д,-+і, а равнымъ образомъ отъ Фувкцій: 

(a A 

аЩѵ^Щ^, гдѣ иѵ=Ѵ i F , 

КЪ 

а Ѣ Ф и г д ѣ wp)=2Y d F i = y d F i . 

J==l (a2y-i, 4 - i ) ^ = 1 C f t 2 / - i , hj-i) 

Функціи же al2[w^ І ^ - въ свою очередь раціонально 

выражаются черезъ аР[ріЩ^ = ^ - і - , гдѣ 

РР)= }^ 1 dFi, ГДѣ I = \ H Yj = 7 j * 



— 8 9 — 

І - » А к ) { к \ 

1)іі,:)==Ъ dFt—K,, (126) 

гдѣ 
г(к) (к) 

lj)=ay-i, ^ =Ь%-і Ф < 3) 

О О • 

іЬ= J rfF, (127) 

( a2ft-l, *2*- і ) 

мы можемъ при помощи Фбрмулъ Вейерштрассах), дающихъ 

a ? [ ^ - b / l l ] a , ^[^-f-Jlila, г ф / Ч - і Г , ] * ЧврвЗЪ (Л[ѴІ]Л9 

аІ[ѵі]х- найти раціональныя выраженія (й\рРЦх, — — — - въ 

а послѣднія на основаніи Ф о р м у л ъ (113), (116) раціонально 
выразить черезъ ( £ к , тік). 

§ 6. Формулы преобразованія К будутъ въ настояйфм^ь 
случаѣ слѣдующія: 

*) Эти формулы даются въ мемуарѣ: „Zur Theorie der Abelschen 
xunetionen". S. 1 3 9 формулы ( 1 6 ) и ( 1 7 ) . Покровскіи—стр. 2 1 2 . 

Представляя p t въ слѣдующемъ видѣ: 
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К = | l o g i ^ 1 ) , yWy-Ш1) 

fiW = l l o g ^ ) ( ^ ) , 2/П))н-l.Q(3) ( ] 2 9 ) 

гдѣ 

Q ( ' - i ) = 1 log6'('- 1)(^ 1), 2/('))н- 1 Q W 

4. (1 

П Ѳ д а *[«,ч-Ж й ]Ѳ 2 [«,— ^ -mMal 
B(xm,ym)=-_tzL _ g — ( 1 3 0 ) 

п " ѳ я * [ м , - Л Г « 1 Ѳ 2 [ М г і - 1 £ 
A = l fc=l 

Вычисленіе S =:S-(%x(l\ yW) мы можемъ сводить къ вы-

чисдешю п о Формулѣ: 

„(0 рС) Ѵ і 

\ - 2 



гдѣ 

( 0 _^j-x 

E 
(134) 

„ ( 0 _Щиг+(д—іуМр)+ЩЩ®[ин-(д—1)МІю—ЩѴ} n w 

е 2 [ М г - н ( д — 1 ) Ж " / ' ] Ѳ 2 [ Л / ' ) ] u o ; 

( 0 

Числитель Нц_і н а основанш Формулъ еложеніятета-
Функцій ] ) выражается суммой 

Г , S , и, V 

( 0 

гдѣ _ЕГГ, $ , „, „ не зависятъ отъ щ и Ж,<^. Поэтому Н ^ выра-

зится раціонально въ 

Г ѳ 

ѳ 

hr 

fa 

[Ui+(.q—1)Ж/')] Ѳ 
—— и — 

fa 

[Ж"/<>] 
(137) 

aZ 2[w/ a ' )] a 

*) Eraser. Lehrbuch der Thetafunetioneii. Формула * сложенія іета^ 
функцій CM; стр. 3 5 0 . Эти формулы даются Кенигсбергеромъ въ его 
извѣстаомъ мемуарѣ. Journal de Crelle. В . 6 4 , у Krause. Die 
Transformation der hyperelliptischen Func t ioned S: 4 2 . л 
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а эти послѣднія на основаніи Формудъ сложенія ультраэллип-
тическихъ Функцій выражаются раціонально въ 

И 

а на основаніи уравненія (131) или (108) и Формулы ело-
женія выражаются раціонально въ (ж<Л, у(*>) и (Е*, т)к). Такимъ 
же образомъ вычисляется G\-\. 

Имѣя послѣдовательно 

q—3 

„ ( 0 _ „ ( 0 Ѵ - з . 
^ - 2 - ^ - 3 ( 0 

^ з = - ^ 2 7 ( 0 

ыы будемъ постепенно вычислять 

о ( 0 о ( 0 - - „ ( 0 „ ( 0 - m 

(138) 
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Такимъ же образомъ идетъ вычиаіеніе 

п р и помотци Ф о р м у л ы приведенія 

Bnh п2 nk, nh+i п2у= 

_ с ВЧі, п2...мк-і, nh—l, пк-і....пр 

' ' ' + 1 Jtini,it2...Mh-1,nh—2,nh-i....np' 

гдѣ 

n -I Anh U2~..nh-i, 1, nh+i....np 

Anh n2 nh-h nh—l: nh.i np = 
k=p k=p 

®[иі-(ѣ-1)Мѣ-Я ^Ж^-ЖІ / , ]Ѳ[%-(ш-і)ЖІ / г +-2 ntMa-*- Mih\ 
Aj=l k~l 

Ѳ2[и~(щ—l)Mih—^ѣМіі^Щій 
k=l 

B получается изъ A замѣной Ma на —M-a-

G вычисляетея при помощи Ф о р м у л ъ сложевія совершенно 

также, какъ и F г . Вычислеыіе Вп^ я 2 . . . .Ш- і , nh—1, п]і+ъ..мр 

сводится къ вычисленію Впі, п2 nh—1, nh+i nPj 

Впі. fh nh-h n M щ и т. д. 

Bfh, П2-'--Пн-і, 0, щ+i np. Вычисленіе послѣдней Ф у н к -

ціи къ вычисленію Bnh п2 nh~i—1, 0 , щ+і пр и т. д. 

Остается толъко опредѣлить 

Ві, 0 . . . . 0 и J R O , 0 . . . . 0 

для которыхъ уравненіе ( 1 3 0 ) даетъ слѣдующія значеяія 

-Ri, о . . . . o~Gi} 0 . . . . 0 

•••йо, о . . . . о—1 
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К дается уравненіями (123), въ которыхъ при т не дѣяящемея 
на q: 

А потому 

К = 2 ^ = 1 ) lo&R ? ~ Ѵ > , ФУ)8І+1(а*Ч, Ф)) (143) 

Sr+1(xm, у П ) > = п Ѵ / ФУ), (144) 

при m=cfn 

(145) 

г—r + s qT+s—i 

при m=qs 

Sr+,+i(xM, yW)= П SO* (ф\ y(% (146) 

K= щ-r logii 5 V > , yV)sl+l(xv, yW), (147) 

8г+і(%(г\ yW) имѣетъ значевіе (144). 

Варшава, 
6 сентября 1 9 0 5 г. 


